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Dans ce travail, le theortme de perturbation ttabli dans [12] est utilisk pour donner un modtle de 
Dolbeault de I’espace total d’un fibr& holomorphe, de fibre une varittC kihlCrienne compacte. Dans 
le cas particulier d’un fibrt holomorphe principal T + G- G/T, od T est le tore maximal d’un 
groupe de Lie compact, de rang pair, ce modtle r&pond affirmativement d une conjecture de Pittie 
[15]. Pour de tels fib&, nous montrons tgalement que la suite spectrale de Fralicher de G se 
stabilise au niveau 2 si, et seulement si, la variitt complexe G est Dolbeault formelle. 
Introduction 
L’utilisation de la thCorie de Sullivan [17] pour l’ltude des varitt&s complexes 
a commenct dans [7] en fournissant une obstruction homotopique A I’existence de 
mitriques klhleriennes sur une vari&tC complexe. Dans [14], Neisendorfer et Taylor 
ont introduit un modile adapt6 au complexe de Dolbeault et montrt que le mod&le de 
De Rham s’en dCduit par une perturbation. 
Nous reprenons cette dkmarche ici, en la dkduisant d’un thkortime de perturbation 
ttabli dans [12]. Cette gtntralisation permet d’obtenir un modile de Dolbeault de 
l’espace total d’un fibr& holomorphe, lorsque la suite spectrale de Bore1 [4] existe. 
Dans le cas des nilvaritt&s complexes, un modele de Dolbeault utilisant des fibrations 
holomorphes successives a Cgalement Iti: construit par Corder0 [S] pour ktablir un 
thtorime de Nomizu en cohomologie de Dolbeault. 
Si M est une variltC complexe compacte, il existe une suite spectrale, appelke suite 
spectrale de Frblicher, ayant pour terme (E,, d,) le complexe de Dolbeault et 
d’aboutissement la cohomologie de De Rham. Pour une variCtl de Klhler, par 
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exemple, cette suite spectrale se stabilise au niveau 1. II a et& longtemps conjecture 
qu’elle se stabilise toujours au niveau 2. Des contre-exemples a cette conjecture ont ete 
decouverts recemment; ils sont de deux types. Ceux developpts par Cordero, 
Fernandez et Gray dans [6] sont des nilvarietes. Pittie, [15], quant a lui, utilise des 
groupes de Lie compacts, de rang pair, en les faisant apparaitre comme espace total 
d’un fibrt principal holomorphe, de fibre un tore maximal. Dans les calculs de Pittie 
apparaissent explicitement des produits de Massey de classes de cohomologie de 
Dolbeault. Ceci procede en fait d’un phenomene general; nous demontrons ici que, 
dans les exemples de Pittie, la suite spectrale de Frolicher se stabilise au niveau 2 si, et 
seulement si, la variete complexe G est Dolbeault formelle. Nous utilisons pour cela le 
modele de Dolbeault de l’espace total mentionne prtcedemment; remarquons pour 
terminer que, dans ce cas, son existence etait deja conjecture dans [15]. 
Le premier paragraphe contient les rappels ntcessaires sur les varittes complexes et 
les modeles minimaux. Le deuxieme paragraphe est consacre a l’enonce du theoreme 
de perturbation et a son application pour retrouver le resultat de Neisendorfer et 
Taylor. Nous y presentons egalement le modele de Dolbeault de l’espace total d’un 
fibre holomorphe. Dans la troisieme section, nous construisons le modele precedent 
a partir du morphisme de Chern-Weil, dans le cas particulier des fibres principaux en 
tores. La Proposition 8 donne le modele utilise dans les exemples de Pittie (ce resultat 
peut aussi se deduire directement du thtoreme algebrique de la deuxieme section). Le 
dernier paragraphe contient le theoreme reliant la Dolbeault formalite a la 
degentrescence de la suite spectrale de Frolicher pour les exemples de Pittie. 
Je remercie Gijs Tuynman pour les fructueuses conversations qui ont mene 
a l’actuelle redaction de la Section 3. 
1. ModcYes de Dolbeault et de De Rbam 
Rappelons qu’une variete complexe de dimension n est une variete admettant un 
atlas pour lequel les changements de cartes sont des fonctions holomorphes de C”. 
Soit A4 une variete complexe compacte, notons T(M) le fibre tangent (reel). 11 existe 
une application de fibres J: T(M) + T(M), 5’ = - id, induisant une structure com- 
plexe sur l’espace tangent en chaque point x E M: 
K(M)=$$&}, J(g)=&. J(&)= -& 
Soit T”(M) = T(M) @ C le fibre tangent complexe, l’operateur J donne une 
decomposition de T”(M) en sous-espaces propres, T’(M) = T’,’ @ To,’ ; l’espace 
T lvo, resp. To,‘, correspond a la valeur propre i, resp. - i, et est engendrt par 
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Notons {dzj, aFj> la base duale de {a/azj,a/azj); nous obtenons ainsi une bi-gradu- 
ation sur l’algebre des formes differentielles de De Rham, a coefficients dans C, 
Q’(M) = O(M) 0 @ = &$P.q(M), ou 0 E fip*q(M) peut s’tcrire localement: 
cc) = ‘&LqK,Ldzk, A .‘. A dzk, A dz,, A ... A d”;,. Cette bigraduation est compat- 
ible au produit, S2P~q(M).SZP’~q’(M) c r;2 P+P’9q+q’(M). Quant a la differentielle de De 
Rham, on constate qu’elle se decompose en d = d + a avec &2P,q(M) c nP+‘sq(M), 
aw*q(M) c a p.q+l(M), aa+ Ja = a2 = a2 = 0. 
Si M est une variete complexe, le complexe bigradue (W(A4),a) est appele complexe 
de Dolbeault de M; sa cohomologie, appelee cohomologie de Dolbeault, est not&e 
HdM) = @p,qH$q(M). Notons (Qc(M), d) = (Q”(M), 8 + a) le complexe de De Rham 
de M, de cohomologie Hd(M). 
Pour la suite, M est une oari& complexe compacte, de dimension complexe n, 
nilpotente. Cette derniere propriete signifie que le groupe fondamental est nilpotent et 
opere de facon nilpotente sur les groupes d’homotopie d’ordre suptrieur. Cette 
condition est tvidemment verifite pour les espaces simplement connexes et les tores 
qui fournissent les exemples des sections suivantes. 
Les algtbres differentielles graduees commutatives (adgc), (A, d), qui apparaissent 
sont dtfinies sur C, positivement graduees A = @,,,Ai, cohomologiquement 
connexes, HO(A, d) = C, avec une differentielle de degre + 1. 
La construction du modele minimal de Sullivan [17] s’adapte immediatement au 
cas bigradue et l’on obtient: 
Proposition 1. [14]. I1 existe un modkle du complexe de Dolbeault, i.e. un morphisme 
d’adgc, cp:(A V,i?) + (W(M), a), induisant un isomorphisme en cohomologie, et tel que: 
V = @p,qVP~q, $VP,q c Vp*q+l, c~(V~.~) c LJpsq(M). 0 
Un tel modele est appele modkle de Dolbeault de M; le modkle de De Rham de M 
est le modele de Sullivan de (Qc(M),d); dans les deux cas, la differentielle verifie 
une condition de nilpotence [ll, 1.41; si elle est decomposable, le modele est dit 
minimal. 
Si W est un espace grad&, AW dlsigne l’algebre graduee commutative libre 
engendrte par W; elle est tgale au produit tensoriel de l’algtbre polynomiale sur le 
sous-espace W pair des elements homogenes de degre pair, par l’algebre exterieure sur 
le sous-espace Wimpair des elements de degre impair. Lorsqu’un objet est bigradd, le 
terme “degre” fait toujours reference au degre total; ainsi, dans la proposition 1, AV 
est l’algebre grad&e commutative libre sur l’espace vectoriel V muni du degre total: 
La bigraduation de V s’etend naturellement en bigraduation d’algebre sur AK 
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La demonstration de la Proposition 1 s’effectue comme dans la construction du 
modele dun objet gradue, par recurrence sur le degre total. La difference est, qu’d 
chaque &tape, les nouveaux gtnerateurs sont affect& du bidegrt rendant ‘p (resp. a), 
homogene de bidegre (0, 0) (resp. (0, 1)). 
L’existence dun modele de Dolbeault s’insere dans le cadre plus general des modkles 
bigradubs: soit r 2 0 un entier fix& une adgc r-bigraduee, (A, d), est une adgc dont 
l’algebre sous-jacente A est bigraduee, A = @Apsq, et dont la differentielle d est de 
bidegre (r, _ r + I), dAP+l c AP+r.q-r+l. Un morphisme d’adgc r-bigradutes est un 
morphisme d’adgc respectant la bigraduation. 
Une adgc r-bigraduee admet un modkle bigradub [12, Proposition 4.31, i.e. il existe 
un morphisme d’adgc r-bigradutes cp:(A W, 6) + (A, d), W = @p+qb 1 Wpsq, induisant 
un isomorphisme en cohomologie. 
Nous avons jusqu’ici presenti: des modiles d’objets, en l’occurence des adgc r- 
bigradutes. Cette notion de modele s’etend aux morphismes: un KS-modkle r-bigradut 
d’une fleche f:(A, d) -+ (A’, d’) entre adgc r-bigraduees, est une factorisation de fen 
morphismes r-bigraduts 
od cp induit un isomorphisme en cohomologie. Si H l(f) est injective, de tels modeles, 
vtrifiant Z = @p+qgIZp’q, existent. (Pour un cadre plus general, on se referera a 
[12, Proposition 4.33.) 
Certaines varietts ont un modele de De Rham determine par l’algebre de co- 
homologie: La varitte M est formelle s’il existe deux morphismes d’adgc induisant des 
isomorphismes en cohomologie: 
W,(M), 0) C VW, 4 ; WW, 4. 
De meme, la variete M est Dolbeault formelle s’il existe deux morphismes d’adgc 
0-bigraduies induisant des isomorphismes en cohomologie: 
(Ha(M), 0) c (AL’, a) ; (P(M), 8j. 
2. ThCorkme de perturbation 
Le theoreme de perturbation utilise dans la suite est extrait de [12, Theo&me 4.21; 
l’tnonce ci-dessous est situe dans un cadre moins general qui suffit pour la suite. 
Une adgcjiltrbe, (A, d, P), est la donnte d’une adgc, (A, d), et dune filtration (FpA)p 
sur A, decroissante, compatible au produit et a la differentielle, cocomplete et bornee 
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pP+lA C $TPA, $T’PA.y-4A c y-P+‘JA, dRpA c PpA 
A = &TPA, (Vn) (3p(n)) Ppp(“)A” = (0). 
P 
A toute adgc r-bigraduee (B, d), B = BP,, Bpsq, on associe cancniquement une adgc 
filtree, (B, d, Y), definie par FpB = OjrpB j.*. Les morphismes entre adgc filtrees 
sont des morphismes d’adgc respectant la filtration. 
Notons (E;3q, d,) la suite spectrale associte a (A, d, 9). 
Soitf: (A, d, 9) --t (A’, d’, 9’) un morphisme d’adgc filtrtes et soit r 2 0 un entier 
fix& L’idte dominante du theortme suivant est la construction d’un modele de 
f a partir d’un KS-modele r-bigradue de E,(f) : (E,(A), d,) + (E,(A’), d:). 
ThCorkme 2 [12]. Soit (E,(A), d,) + (E,(A) 0 AV, D,) 5 (E,(A’), d:) un KS-mod& 
r-bigradue de E,(f ). Alors, il existe une factorisation de f en 
(A,d,F)+(A@AV,D,Y) %(A’,d’,W) 
pour laquelle E,($) = cp. 0 
Dans le cas particulier dune adgc filtree, (A, d, F), l’tnonct de ce theoreme se 
simplifie en: 
Corollaire 3. Soit (AV, D,) 5 (E,(A), d,) un modble bigradub de (E,(A), d,), alors il 
existe un morphisme d’adgc jiltrkes 
$:(/IV, D, 9)- (A,d, F) 
pour lequel E,($) = cp. 0 
Revenons aux varittes complexes; la bigraduation de Q”(M) fait de (P(M), d) une 
algebre filtree par: 
R-PQC(M) = @Qjs*(A4). 
jtp 
La suite spectrale associee, appelee suite spectrale de Frolicher, verifie: 
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Enond dans cette situation, le Corollaire 3 est un resultat de Neisendorfer et Taylor: 
Corollaire 4 [14]. Soit cp : (A V, a) --) (Q ‘(M), a) un mod& de Dolbeault de M, alors il 
existe un modele de De Rham de M, rl/ : (AV, 8 + z) ---f (fY(M), d) tel que 
?(T*) C (/iv)‘“,*, l+y VP,*) C cp( VP,*) + sz>p**. 0 
Soit M une variete de Ktihler compacte, Neisendorfer et Taylor ont remarque que, 
dans le contexte des modeles de Dolbeault, le resultat principal de Deligne, Griffiths, 
Morgan et Sullivan [7] se traduit par l’existence de morphismes d’adgc induisant des 
isomorphismes en cohomologie: 
(Q”(M)> d) 4-=(AV, 6)-s (Q”(M), a, 
Ainsi, pour une variete de Kahler compacte, le modele de De Rham s’obtient a partir 
du modele de Dolbeault sans perturber la differentielle. Une variete de Klhler 
compacte est en particulier formelle et Dolbeault formelle; sa suite spectrale de 
Frolicher se stabilise au niveau I: El g E,. 
Pour la suite de ce paragraphe, soit F + E L B un$brh holomorphe entre varittes 
complexes compactes connexes, nilpotentes, de fibre une variete klhlerienne, avec 
action triviale du groupe fondamental de la base, X,(B), sur la cohomologie de la fibre. 
Dans [4], Bore1 construit une suite spectrale dont les termes E, sont trigraduts (par 
le bidegre, (p, q), venant du complexe de Dolbeault et le degre basique s), et qui 
converge vers H?(E). Pour une action triviale de n,(B), cette suite spectrale s’ecrit: 
(SEf*q,dI) = ~(SZi~“pi(B)@ H;-i+-S+i(F), a@ l), 
i 
,E$sq = x(H;“-‘(B) Q H$-i-q-S+i(F)). 
I 
Corollaire 5. I1 existe un modble de Dolbeault (A W @ /IV, 6) f+ (n’(E), a) de l’espace 
total de F + E & B, verzjiant: 
- (A W, 6) est un modele de Dolbeault de B, 
- muni du degrb total, le quotient (AV, 8) de (A W Q AV, 6) par l’ideal dzftZrentie1 
engendre par A W est un modele de (H(F; C), 0). 
Preuve. La fibre, F, etant de Klhler, un modele de Dolbeault de F est un modlle de 
(H,(F), 0), isomorphe comme espace grad& a (H(F; C), 0). Le Theoreme 2 nous 
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fournit done un modele de Dolbeault de l’espace total en perturbant un modele 
du terme El de la suite spectrale de Borel. El 
La Proposition 8 utiliste pour les exemples de Pittie peut se deduire directement du 
Corollaire 5; nous avons choisi den donner une presentation plus geomttrique 
a partir de l’homomorphisme de ChernWeil d’un fibrt principal. 
3. Fibrk holomorphe principal en tores 
Rappelons quelques aspects de la thtorie de ChernWeil pour les fib& en tores: soit 
T JJ + E L B un fibrt principal (reel), notons F E’ [wp I’algebre de Lie associee a Tp, 
F* le dual de F et V 2 F* un espace vectoriel grad& dont tous les elements sont de 
degre 1. D’apres la construction de Weil, il existe un morphisme d’adgc (reelles): 
induisant un isomorphisme en cohomologie et tel que @(c() =f* (a), D(a) = d,(a), 
x E Q(B). 
Pour la determination de @ et D sur V, choisissons une forme de connexion 
w E Q1 (E; F), de courbure RB E Q*(B; 9) et notons (; ) la dualitt entre F et F*. Si 
v E V, on pose: 
Q(u) = (0; o>, Dv = (v; R,) . 
Si T2” -+ E L B est un fibre holomorphe principal, nous indiquons par l’exposant 
’ que les elements precedents ont Ctt complexifies: 
@:(52”(B) 0 AL’“, D)+ (L’“(E), d), 
les applications @, D, d etant ttendues par C-linearite. 
La structure complexe sur T2” donne une decomposition de V” z V”*’ @ V’3o que 
l’on &end en bigraduation d’algebre sur AV’. Le resultat suivant est contenu dans un 
rbultat plus general de [l]; nous en donnons une demonstration directe dans le cas 
particulier envisage. 
Lemme 6. I1 existe une forme de connexion o pour laquelle l’application 
@:Q”(B)@Av=+ O’(E) 
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respecte le bidegrb. Appelons une telle connexion, connexion compatible avec les struc- 
tures complexes. 
ThCorGme 7. Soit T2” + E 3 B un jbre holomorphe principal, d’homomorphisme de 
Chern-Weil @:(S2”(B)@AVc,D)+(Qc(E),d), associb a une forme de connexion 
o compatible avec les structures complexes. Un modkle de Dolbeault de E est alors don& 
par: 
@:(Q”(B) @ A(V’,’ @ V’,‘), 6)-+ (Q”(E), a) 
oil: 
_ V” = f/o,1 @ p-0 est une dbcomposition de V associbe ki la structure complexe sur le 
tore, 
- 6a = &, 01 E Q’(B), 
~ 6v = Dv, CI E V”, ou D est la partie homog&e de D de bidegrk (0,l). 
Proposition 8. Aaec les notations du Thboreme 7, si de plus B est une varibtb de Kiihler 
vkrijiant H 2(B; C) g Hf:,’ (B), alors il existe un modtle de Dolbeault de E, 
(A Y 0 A( VO-’ @ V-O), 6) 
et un modble de De Rham de E, 
(AY@ A(V’,’ 0 V/“O)>D) 
relies par: 
~ (AY, 6) g (AY, D) est un modele de Dolbeault de B; 
- 6(v) = D(v), v E V’,‘, 6(v’) = 0, v’ E V’,‘. 
DCmonstration de la Proposition 8. C’est une consequence directe du Theoreme 7; 
dans l’expression trouvee pour le modele de Dolbeault de E, il suffit de remplacer 
Q’(B) par un modele minimal, (AY, 6). La conclusion decoule alors de l’hypothese sur 
H2(B, C). 0 
Dkmonstration du Thi?or&me 7. D’apres le Lemme 6, @ respecte la bigraduation; on en 
deduit que la differentielle D respecte la filtration decroissante associee au premier 
degre. Ainsi, l’homomorphisme de Chern-Weil, @, est compatible avec les filtrations 
sur la source et le but. 11 induit done un morphisme d’adgc au niveau 0 de la suite 
spectrale de Frolicher: 
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11 reste A vkrifier que cette application induit un isomorphisme en homologie (done est 
un mod6le de Dolbeault de E). Pour cela, filtrons la source et le but par le 
degri: basique. On obtient de nouvelles suites spectrales; sur le but, c’est la suite 
spectrale de Borel. L’application Y induit un isomorphisme entre les termes 
E; g HF(B)@A?‘c. 0 
DCmonstration du Lemme 6. Choisissons une base (rkelle) (ej) de F telle que 
J(ej) = ej+n, J(ej+,) = - ej,j 5 n, et notons (ej) la base duale. On complexifie F en 
F”, qui se d&compose en F-” = Y1*’ @ Y”,‘. L’espace F’s1 (resp. F”,l ), a pour 
base (complexe)fj = ej - iej+, (resp.5 = ej + iej+n). Le dual (complexe) F* de Y-” se 
dtcompose en F* = ~*l~o@~*o~‘; l’espace F--*‘,’ (resp. F*‘*‘), a pour base 
fj = (ej + iej+“)/2 (resp. p = (ej - ej+“)/2). 
Soit (U), une famille d’ouverts trivialisants, de partition de l’unitt associte po; 
nous notons tj les coordonntes de T2” dansf- ‘(U) E U x T2”. D’aprks le choix de la 
base (ej), tj + itj+” est une coordonnte holomorphe dans T2”. Localement, nous 
choisissons 06 = dtj qui donne la forme de connexion o = C,p”&ej. Un calcul 
montre que (ajfj; W) = C, pvajd (t’ + z t . j+n) est de bidegrk (1,O). On constate de 
m&me que (ajf’; o) est de bidegrk (0, 1). Les changements de carte pouvant etre 
choisis holomorphes, le rksultat est ttabli. 0 
Illustrons la Proposition 8 avec le modkle de Dolbeault des varitths de 
Calabi-Eckmann: 
s’ x s’ + p+ l x sZm+l + CP” x @P”. 
Supposons 0 < n I m. L’algibre de Lie F = [We1 @ [We2 est munie de la structure 
complexe J(el) = e2, J(e2) = - el. Le modkle de Dolbeault de @P” se dCduit du 
modkle de De Rham car la vari6tC @P” est de Kghler. On obtient done comme modtile 
de Dolbeault de S2n+ ’ x SZm+l : 
lal = (1, l), Ia’1 = (1, l), Ibl = (n + Ln), lb’1 = (m + l,m), 
Jc11 = (LO), IpI = (0, l), sa = 6a’ = 0, 
6b = a”+‘, 6b’ = a”+‘, S/? = 0, 6a = a - ia’, 
ce qui permet de retrouver le rkultat de Borel: 
H,(S 2n+1~~Zm+1)=((Aa)/a”+‘)@A(b’,/?). 
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4. Exemples de Pittie 
Samelson a constate que tout groupe de Lie compact connexe de dimension paire 
posstde une structure de variete complexe pour laquelle les translations a gauche sont 
holomorphes. D’autre part, si Test un tore maximal de G, le quotient, G/T, possede 
[3] une structure de varitte complexe admettant une metrique kahltrienne; pour cette 
structure, les classes de cohomologie de De Rham en degri 2 sont de bidegre (1, 1). 
Le premier resultat de Pittie [15, 161, est que les structures definies par Samelson font 
de T+ G + G/T un fibre holomorphe principal. Pittie developpe ensuite un exemple 
avec G = SO(9) pour lequel la suite spectrale de Frolicher ne se stabilise pas au niveau 
2; nous allons donner ici une condition necessaire et suffisante pour que les termes Ez 
et E, de la suite spectrale de Frolicher de G ne soient pas isomorphes. 
ThCorkme 9. Soit G un groupe de Lie compact, connexe, de dimension paire et soit T un 
tore maximal de G. Si T-, G + G/T est un jibre holomorphe principal, alors la suite 
spectrale de Frolicher de G se stabilise au niveau 2 si, et seulement si, la uariete complexe 
G est Dolbeault .formelle. 
Dkmonstration. Nous allons construire un modele de Dolbeault de G a l’aide de la 
Proposition 8. Commencons par un modele de Dolbeault de G/T. Le modele de De 
Rham de G/T est (AP @ AU, 6), oti P est l’espace des primitifs de G, les elements de 
U sont en degre 2, 6u = 0, u E U, 6v E AU, v E P. Le modele de Dolbeault de G/T 
s’obtient en affectant un bidegre aux generateurs; U est en bidegre (1, l), u E P est muni 
du bidegre qui rend la differentielle homogene de bidegre (0, 1). 
Le modtle de De Rham de G est (AP @ AU 0 AV, D), avec Du = 0, u E U, Dx = 6x, 
x E P, D: V : U est un isomorphisme; l’espace vectoriel V est concentre en degre 1. 
Soit J: V+ V, 5’ = - id, la structure complexe sur V, nous decomposons V en 
sous-espaces propres, V = V”v’ @ I/‘,‘, et obtenons ainsi comme modele de Dolbeault 
de G: 
(AP @ AU @ A(V”~‘_@ V”,‘), a), 
8(u) = 0, u E U; 8(v) = 0, v E V’,‘; a(v’) = Dv’, v’ E V’,‘; a(x) = Dx, x E P. 
Notons B = A( P @ U @ V”‘); nous remarquons que sur B les differentielles D et 
a coincident. Simpli$ons ces deux modeles de G en rendant minimal le complexe de 
Dolbeault. Decomposons U = W@ W’, 06 W’ = D(V’*‘), W= D(Vo3’). L’adgc 
(B, 3) a pour modele minimal (C, 6,) = (A(P @ W), 6,). La differentielle 6, est definie 
a partir de 8 = D; elle vtrifie 6,(o) = 0, UI E W, dl(x) E A W, x E P. On peut ainsi 
remplacer (B, 5) par (C, 6,) pour obtenir un modele de De Rham de G: 
(A(P 0 WO Vo3’), 61 + 6,) 
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61(w) = 0, WE w, &(X)E AW, XE P; b,(u) = 0, DE vogl; 6,(x) = 0, x E PO w, 
s2: YO,l s w. 
A partir de ces deux modeles, on determine la suite spectrale de Frolicher de G: 
PO, do) = (C, 61) 0 (A yosl, 01, 
(El,dl)=(H(C,61)0A~“,1,s:), 
Ez = H(H(C, 6,) @ AVO,‘, 6,“) 
od S,#: I”,i + H(C, 6,) est induite par &: l’O,l+ C. 
- Supposons la variete complexe G Dolbeault formelle. Alors, d’aprb [lo, 
Example of Section 3.29, p. 1511, on a un isomorphisme: 
Ez = H(H(C, 6,) 0 AI'",1,(61 + 6,)#) r H(C @ AP’“~‘,~, + d,), 
et la suite spectrale se stabilise au niveau 2. 
~ Supposons maintenant que la variett complexe G n’est pas Dolbeault formelle. 
Decomposons (C, 6,) en: 
oti la surjection p:(A(P” @ W), 6,) + (Ap, 0) verifie H(p) = 0. (Ceci correspond 
a l’espace de Samelson p de (A( P @ W), d,), [lo Section 2.13 and Corollary I of 
Theorem 2.5, p. 751.) 
Graduons (inferieurement) le complexe (A(p@ W), 6,) par la longueur des mots 
en P”. La differentielle 6i baisse cette longueur d’exactement 1; elle induit done une 
graduation (inferieure) sur la cohomologie H(A(P”@ W), 6,). D’apres [lo, Theorem 
VIII, p. 831, le complexe (A(F@ W), 6,) est formel si, et seulement si, 
H,(A(P”@ W), 6,) = 0. 
Traduit dans le contexte de cette demonstration, ceci implique: la varitte complexe 
G n’etant pas Dolbeault formelle, il existe un element w E Hl(A(F @ W), C’S,), non nul. 
Choisissons le de plus bas degre total possible, nous allons montrer qu’il survit au 
terme E, de la suite spectrale de Frolicher et qu’il est un cobord pour la differentielle 
totale; s’ensuivra E, $ E,. 
La classe choisie, o, est un element non nul de E,; faisons une demonstration par 
l’absurde du fait que o survit au niveau E,, en supposant qu’il existe w’ tel que 
o = S,# (0’). Rappelons les bidegres: W est en bidegre (1, l), I’ en bidegre (0, l), les 
elements de P ont tous un bidegre de la forme (a, a - 1). Ainsi, w a pour bidegre 
(p, p - 1). La differentielle 6, etant de bidegre (1, 0), on a lw’l = (p - 1, p - 1). 
Dtcomposons o’ suivant la longueur des mots en K 
0’ = Wg + CViWi + CUiVjWij + .” 
I i,j 
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ou o,,, wi, Oi,j E H(A(P” @ W), 6,). Par definition de 6 2”) 6 2” (coo) = 0. Les bidegrts 
[vi1 = (0,l) et 1 uiwil = (p - 1,~ - 1) entrainent que oi contient un et un seul element 
en p, d’ou wi E Hi(A(p@ U), 6,). Mais le degre total de Oi, egal a 2p - 3, est 
strictement inferieur a celui de w, egal a 2p - 1. Par choix de o, on deduit Wi = 0. 
L’egalite precedente se rtduit alors a cu = 6 2” (c i jUi “jWi,j + . . ). Le membre de droite 
ttant dans l’idtal engendrt par V, on en dtduit o’= 6 2” (w’) = 0, ce qui est contraire au 
choix de w. 
Ainsi, o donne une classe non nulle dans E,. Soit u un b,-cocycle representant w; il 
reste a montrer que v est un cobord global. Ecrivons v = C,aiSi, avec ai E AI+‘, gi E l? 
L’adgc (A W @ A V”*’ ,6,) Ctant acyclique, il existe des elements bi E A W @ A If’*’ tels 
que 6,(bi) = ai. L’element Cibi6,(4i) est un 6,-cocycle dans AW@ AIf’,‘, done un 
6,-cobord: il existe c E A W@ A Y”,l tel que 62(c) = Cibi61(5i). On en deduit: 
(a,+a,)(c+~hi*i)=~oiei. q 
Remarques. (1) Si G est un groupe de Lie compact, connexe, de dimension paire et si 
Test un tore maximal de G tels que T -+ G + G/T soit un fibre holomorphe principal, 
Pittie conjecture l’existence dun modele de Dolbeault particulier de G ([ 15, Section 61 
et [16, Conjecture 5.121). Ce modele conjecture correspond exactement a celui qui est 
dtcrit dans la Proposition 8; comme nous l’avons deja remarque, sa differentielle se 
deduit du morphisme de Chern-Weil. 
D’autre part, la formalite du complexe de Dolbeault de la variete G, de dimension 
complexe n, equivaut [lo, Theorem VIII, p. 831, avec les notations de la dtmonstra- 
tion ci-dessus, a dim F = dim W = n. Avec les notations de Pittie [16, End of Section 
61, la dimension de p est Cgale au nombre de generateurs de I’idtal Z&a); nous avons 
ainsi relic la degenerescence de la suite spectrale de Frolicher aux syzygies de l’algebre 
des polynomes invariants par le groupe de Weyl, restreints au sous espace complexe 
correspondant a I”*’ [15, Section 51. 
(2) Reprenons l’exemple de Pittie sur SO(9) en faisant apparaitre un produit de 
Massey dans le modele de Dolbeault. Du Theoreme 9, on peut ainsi deduire directe- 
ment la non-degenerescence de la suite de Frolicher au niveau 2. 
Le modele de De Rham de SO(9), comme espace total de T+ SO(9) + SO(9)/T, 
s’krit: 
avec Dq, = c;x?, Dq, = c;x?, Dq,, = x;xp, Drp,, = C:xs; les elements xi sont 
de degrt 2 et les elements ei de degre 1, avec D(ei) = xi. La structure complexe choisie 
par Pittie fournit comme base de I”,‘, u1 = el + e2 + i$‘e,, u2 = el - e2 + i,,Qe,. 
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Un calcul (cf. [15]), donne comme modble minimal de Dolbeault pour SO(9): 
les tlkments Ui et Ui sont A diffkentielle nulle, 8(<,) = 0, a((,) =f2, a(r,,) =fg, 
a(c15) = g2, od f= u: + 02, g = u:u:. Le cocycle X1, - t,g est un produit de 
Massey dans le modkle de Dolbeault de SO(9). 
Pour terminer, remarquons que la donnke d’une structure complexe sur l’espace 
vectoriel R2” fournit une structure complexe sur l’espace total G par un pro&d& i la 
Calabi [S]. 
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